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Zur Superfluiditit eines Bose-Systems

Von Wovrrcane WELLER

Aus dem Institut fiir Theoretische Physik der Universitdt Leipzig
(Z. Naturforschg. 18 a, 79—85 [1963] ; eingegangen am 26. September 1962)

Es wird ein Bose-System mit einem einfachen abstofenden Wechselwirkungspotential mit Hilfe
von thermodynamischen Greexschen Funktionen betrachtet. Das Kondensat wird nach der Methode
von Bocorsusov abgetrennt. Dabei werden die Fille behandelt, bei denen die Teilchen des Konden-
sats in gleichformiger bzw. in wirbelformiger Bewegung sind. Bei der wirbelformigen Bewegung

erweist sich die Zirkulation als quantisiert.

1. Einleitung

Flissiges He* zeigt die Erscheinung der Super-
fluiditat bei Abkiihlung unter den ,,A-Punkt“ von
2,17 °K. Fiir die wechselwirkenden He*-Atome liegt
dabei eine Kondensation vor, die der bekannten
Bose—EinsteiN-Kondensation des idealen Bose-Gases
dhnlich ist. Ein Einteilchenzustand ist mit einer
dem Volumen proportionalen Zahl von Teilchen be-
setzt und bildet das Kondensat. Wenn die Flissigkeit
ruht, dann entspricht der Kondensatzustand ruhen-
den Teilchen. Bewegt sich die Flissigkeit als Ganzes,
dann muf} der Kondensatzustand bewegten Teilchen
entsprechen. Die Bewegung des Kondensats ist von
Anregungen (Phononen) begleitet.

Diese Verhaltnisse sollen mit Hilfe von thermo-
dynamischen Greenschen Funktionen fiir ein ein-
faches wechselwirkendes Bose-System untersucht
werden. Das Wechselwirkungspotential soll ab-
stolend sein. Wir betrachten ein J-formiges Poten-
tial, das dem von Huane und Yanc! eingefiihrten
Pseudopotential entspricht.

Im 2. Abschnitt wird die Methode von Boco-
LjuBov 2 zur Abtrennung des Kondensats auf be-
wegte Kondensatzustinde angewandt. Die auflerhalb
des Kondensats befindlichen Teilchen werden durch
thermodynamische Greexsche Funktionen beschrie-
ben3. Es ergibt sich ein Gleichungssystem fiir die
Greenschen Funktionen, das dem von Gorkov # fiir
die Supraleitung benutzten &hnlich ist. Durch die
Verwendung thermodynamischer Greenscher Funk-

1 K. Huaxc u. C. N. Yang, Phys. Rev. 105, 767 [1957].

2 N.N.Bocovrsusov, Phys. Abhandl. SU 6, 1, 118, 229 [1962].

3 Greensche Funktionen fiir 7=0 wurden von S. T. BELJAEY,
J. Exp. Theor. Phys., USSR 34, 417 [1958] und von N. M.
Hucexnorrz u. D. Pives, Phys. Rev. 116, 489 [1959] fiir das
wechselwirkende Bose-System verwandt.

4 L. P. Gorkov, J. Exp. Theor. Phys., USSR 34, 735 [1958].

tionen sind die Rechnungen auch fiir Temperaturen
T'>0 giltig. Zur Vereinfachung wird immer ange-
nommen, daf} sich die iiberwiegende Mehrheit der
Teilchen im Kondensat befindet. Die Uberlegungen
sind folglich auf Temperaturen beschrinkt, die we-
sentlich unterhalb des ,,A-Punktes® liegen.

Im 3. Abschnitt betrachten wir ein gleichférmig
bewegtes Kondensat und berechnen die Verteilung
der Teilchen auf die Zustinde. Daraus ergibt sich
die Temperaturabhiangigkeit des Riickflusses. Bei
T =0 bewegen sich alle Teilchen im Mittel ebenso
wie das Kondensat, bei 7 >0 setzt ein Riickfluf} ein.

Im 4. Abschnitt wird ein wirbelformig bewegtes
Kondensat behandelt. Dabei zeigt sich in Uberein-
stimmung mit den Ideen von Oxsacer® und Feyn-
MaN ¢ und den Experimenten von Vinex7?, dafl die
Zirkulation quantisiert ist:

dvdr=sh/m, (s ganzzahlig). (1.1)

v ist die Geschwindigkeit der Teilchen, m die Masse
eines Teilchens. Die quantisierte Wirbelbewegung
im Bose-System wurde kiirzlich von Gross® mit
Hilfe kanonischer Transformationen fiir 7=0 be-
handelt. Unsere Ergebnisse stimmen (im Grenzfall
T — 0) mit den dort erhaltenen iiberein.

Die Zustinde mit bewegtem Kondensat miissen
als metastabile Zustande betrachtet werden. Bei den
thermodynamischen Mittelungen fiir die Greexschen
Funktionen muf} darauf Riicksicht genommen wer-
den; die Mittelungen diirfen nicht iiber die vollstan-
dige grofe kanonische Gesamtheit erfolgen.

5 L. Oxsacer, Nuovo Cim. 6, Suppl. 2, 249 [1949].

8 R. P. Fevynmax, Progr. Low Temp. Phys. Vol. 1, 17 (Am-
sterdam) 1955.

7 W. F. Vixen, Physica Suppl. 24, 13 [1958]; Progr. Low
Temp. Phys. Vol. 3,1 (Amsterdam) 1961.

8 E. P. Gross, Nuovo Cim. 20, 454 [1961].
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2. Bewegungsgleichungen

Wir benutzen den Hamirron-Operator

H= f Y (r) hy P (r)dPr
+3 [D(ry—1y) V()P (1) W (1) (2.1)
Yir,) d&Br,d%r,,
ho= — (h%/2m) A—pu.

Y (r) ist das quantisierte Feld der spinlosen Bosk-
Teilchen, u ist das chemische Potential. @ (r) ist
das abstoBlende Wechselwirkungspotential, fir das
wir zur Vereinfachung ein d-formiges Potential an-
setzen,

D(r)=Vi(r). (2.2)
Ein solches d6-Potential entspricht dem von Huaxe
und Yanc! eingefithrten Pseudopotential. Fir ein
Bose-System, dessen Teilchen aus ,harten Kugeln®
bestehen, erhalten diese Autoren

V=8nah?m; aist der Kugelradius. (2.2a)

Wir gehen mit ¥ in die HersenBerc-Darstellung
und entwickeln das Bose-Feld nach einem vollstén-
digen orthogonalen und normierten System von Zu-
stinden @i .

(1) =Y alty) pa(ry) 5 1=(rty).

A

(2.3)

Wir legen das Kondensat in den Zustand ¢, (7).
In den folgenden Abschnitten soll ¢, ein gleichfor-
mig bewegtes und ein wirbelformig bewegtes Kon-
densat beschreiben. Wir erwarten dabei die folgen-
den Verhaltnisse: Die Bewegung des Kondensats ist
von Anregungen (Phononen) begleitet. Das Bose-
System befindet sich dabei in einem metastabilen
Zustand. Betrachten wir den Ubergang T — 0. Dann
verringert sich die Zahl der angeregten Phononen,
das Kondensat bleibt aber in Bewegung. Das System
geht beim Ubergang T— 0 nicht in den Grund-
zustand mit ruhendem Kondensat iber. Bei der
thermodynamischen Mittelung eines Operators

S (Cr|0e BH|Cy)

(= (2.4)

S (CrleFH|C)

(B=1/xT, » Borrzmann-Konstante) mufi deshalb
die Summe iiber die Vielteilchenzustinde C, des
BosEe-Systems eingeschrankt werden, d. h. der Ope-
rator O darf nicht iiber die vollstandige grof3e kano-
nische Gesamtheit gemittelt werden. Es kommen nur

der ,,metastabile Grundzustand® (bewegtes Konden-
sat mit begleitenden Phononen) und benachbarte
Phononenanregungen in Frage. Diese Phononen-
anregungen werden alle positive Energie haben. Alle
anderen Zustinde, z.B. der ,wirkliche Grundzu-
stand“ oder Zustinde mit anderen Bewegungen des
Kondensats, werden bei der thermodynamischen Mit-
telung fortgelassen. Der Weg zu diesen Zustinden
fithrt tiber komplizierte Vielteilchenanregungen, die
den Umbau des betrachteten metastabilen Zustandes
in diese Zustinde bewirken. Wir nehmen an, daf3
diese Wege dem System nicht zugédnglich sind, und
diskutieren hier nicht die Frage nach der Stabilitat
der betrachteten Zusténde.

Bei der Abtrennung des Kondensats gehen wir
ahnlich vor wie BocorsuBov 2. In Mittelwerten bzw.
Quasimittelwerten behandeln wir a, als c-Zahl,

(ao+ ay) = (‘10+> (ag) =Ny,
und setzen
V(1) =qo(1y) ag+ ¥'(1) =@o(r) VNo+ ' (1),
Y1) = Z "ai(ty) pa(ry). (2.5)

7
N, ist die Zahl der Teilchen im Kondensat. Der

Strich am Summenzeichen bedeutet Summation iiber
A7+ 0. Wir stellen zuniichst die Bewegungsgleichung
fiir das Kondensat auf.

ih(3/0ty) ag=ayH — H a,
= /(Po*(r) hy ¥ (rty) dr (2.6)
+V [ @ (r) ¥ (ryy) Y(ry) Y(ry) &r.
Die Zahl der Teilchen im Kondensat soll zeitlich un-
veranderlich sein.
0=i%(3/3t) (ay)
:_/ Po* (1) hy (¥ (1)) ) &r (2.7;
+ V_/‘po* (r) (P (re) ¥(ry) Y(ry)) dPr.

Nach (2.5) schreiben wir fiir die Mittelwerte
(P(re))=f(r), (2.8a)
(Pr(rey) P(rey) Y(rey))
=f*(r) (1) +f () (¥ (rey) ¥'(rey))

+2f(r) (P (re) P (re)). (2.8b)

f(r) =@y(1) VN, .

Da wir annehmen, da} sich die iiberwiegende
Mehrheit der Teilchen im Kondensat befindet, kon-

nen wir die beiden letzten Terme auf der rechten

wobei
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Seite von (2.8b) gegen den ersten vernachldssigen.
Aus (2.7) ergibt sich dann fiir f(7) die Bestim-
mungsgleichung

{ho+V f*(r) f(r) } f(r) =0.

Fir die iibrigen Funktionen ¢;(r) verwenden wir
die normierten Eigenfunktionen von

{ho+V f*(r) (1)} @a(F) =22 (1), (2.10)
(1% 0).

(2.9)

Wir behandeln nun die auflerhalb des Kondensats
befindlichen Teilchen mit Hilfe retardierter und
avancierter Greenscher Funktionen, die in folgen-
der Weise (fiir Bose-Statistik) definiert sind ?:

Or,altyt) =((A(2) s B(2) ))

=0t —1,)
B i@(t2—ti)} (A(2)) B(t) —B(t5) A(2y) )
@(t)={(l) fiir izg (2.11)

A und B sind beliebige Operatoren. Die thermodynamische Mittelung erfolgt im obigen eingeschrinkten

Sinne.
Fiir die zeitliche Fourigr-Transformierte

Gra(0) = b [ Bralt) eiotde, 1=t~ 1),

gilt die Spektraldarstellung

Brale) = 5 [ (=D 1) .

(2.12)

(2.13)

I(w) ist die Spektralfunktion. Diese Spektraldarstellung ist auch fiir die hier verwendete eingeschrinkte
thermodynamische Mittelung giiltig 1°. & (w) 1aBt sich in die komplexe w-Ebene fortsetzen. Die retar-
dierte (avancierte) Greensche Funktion kann somit als Grenzwert einer analytischen Funktion fiir reelles w
von der oberen (unteren) Halbebene her aufgefait werden. Wir werden deshalb die Indizes r, a im folgen-
den fortlassen.

Die Kenntnis der Greenschen Funktion gestattet es auch, die Mittelwerte von einfachen Operatorproduk-
ten zu berechnen. Aus der Spektraldarstellung folgt ?

(B(ts) A(t)) =i @(w+g>h;(j>§wﬂ e~ioti—t) dw; (e—+0).

=00

(2.14)

Wir stellen nun die Bewegungsgleichungen fiir die Greexschen Funktionen auf. Entsprechend der Defini-

tion (2.11) gilt

iR (3/31) ((¥'(1); P (2))) =h (i —1) (¥'(1) ¥7(2) - P7(2) ¥'(1))

+{(((FQ)H-H¥'(1)); ¥(2))) .

Die Berechnung der Kommutatoren ergibt

(2.15)

iR (3/3t) ((W'(1); P (2))) =h d(ty— 1) 8(ryTy) +f3(r1 ) ho(r) ((P(rey); P (2))) d°r
+V [ (P () P(ry) P(ry); P7(Q2)) dPr,  (2.16)
3(ry 1) = 3 qu(r) @i (1),

Fiir die Zweiteilchenfunktion auf der rechten Seite von (2.16) erhalten wir mit Hilfe von (2.5)

((P*(re) P(ry) P(rey); PV(2))) =2f@) f(r) (P'(re); P7(2)))

9 Vgl. z. B. D. N. Zusarev, Uspechi Fiz. Nauk 71, 71 [1960] ;
deutsche Ubers. in Fortschr. Phys. 9, 275 [1961].

(2.17)
+f(r) f(r) ((P"(re); P (2))),

10 Vgl. die analoge Diskussion fiir den Fall der Supraleitung;
W. WELLER, phys. stat. sol. 2, 1342 [1962].
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wobei wieder Terme, die weniger Kondensatanteile enthalten, vernachldssigt worden sind. Damit bekom-
men wir

(R (3/3ty) —ho(ry) =V [*(ry) (1)) G(1,2) =hd(t— 1) 31y 1) (2.18)
+V [o(ryr) f*(7) f(r) G(ryy,2) & -x-V/é(r1 r) f(r)f(r) F*(r¢, 2) dr,
wobei G(1,2)=((P'(1); P¥(2))), F*(1,2)=((P"(1); P"(2))).

Die Greensche Funktion F* (1, 2) ist als Quasimittelwert im Sinne BocoLsusovs ? aufzufassen. In analoger
Weise ergibt sich die Bewegungsgleichung fiir F*.

(i7(3/3ty) +ho(ry) +V f*(1y) f(1)) F*(1,2) = —Vfg(rl r)f*(r)f(r) F*(ryy, 2) &Pr
—V [8(ry 1) [* (1) (1) G(r1,2) &r. (2.19)

Durch die gekoppelten Gln. (2.18) und (2.19) ist das Verhalten der Teilchen auferhalb des Konden-
sats bestimmt. Fir ruhendes Kondensat und 7=0 sind diese Gleichungen dquivalent den Gleichungen
fiir die Greenschen Funktionen von BerLsaev3 und HuceEnmorrz und Pines3, wenn man dort die Selbst-
energieterme in erster Ordnung berechnet.

3. Gleichformig bewegtes Kondensat

Wir betrachten ein gleichformig bewegtes Kondensat mit Impuls % k, pro Teilchen. Die Beziehungen
(2.9) und (2.10) liefern dann

f(r) = Voo exp{ik, T}, (R Kg?/2m) —pu+V 0p=0 (3.1)
und (1) = (1/VQ) exp{ikr}; (k+Fk,). (3.2)

Q ist das Quantisierungsvolumen, g,=N,/2 .
Fiir die Greexschen Funktionen machen wir den Ansatz

G(l, 2) =exp{i ko(r1—1'2)} 6(11—1'2, tl‘—'tg),

o (3.3)
F*(1,2) =exp{ —iky(ry+75) } F* (P —Tp, 8, —t5)
und entwickeln
C(1y =Tty —1p) = ;I/dw G (k) ;jexp{ik(rl—rg) —iwt},
—o (3.4)

f*(rl—r2,t1—t2)= },‘:,/dwf*(km) %exp{ik(rl-rz) —iwt); (t=t;—1).

Der Strich am Summenzeichen bedeutet Summation iiber k = 0. Einsetzen in die Bewegungsgleichungen
(2.18) und (2.19) liefert

(ho—ek) Clkw) =h/2a +V oo F*(kw), (ho+ek) F*(kw)= —V 0, G(kw),
ek = (h?/2m) (KLt ky)2—u+2V . (3.5)
Die Auflésung von (3.5) ergibt in Ubereinstimmung mit der Spektraldarstellung (2.13)

Cho)y— P Rots ,
Gk w) = 2n (hw+ey) (b o—ep) +V20,° (e +0). {8:8)

Wir berechnen noch mit Hilfe von (2.14) die Verteilungsfunktion

oo ~
. [GCk,o+ie) —G(k, 0o—i&) _;,;
nktk, = (@k+k Thik, ) =l/— T tetde

=100

(t—+0). (3.7)
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Den Integrationsweg konnen wir durch einen Halb-
kreis in der unteren Halbebene ergidnzen und das
Integral mit dem Residuensatz berechnen. Die Null-
stellen des Nenners exp(fh w) —1 geben keinen
Beitrag.

a+er + &t+ex (3.8)

Mtk = (o—e,) (eBui—1) « (sa—ey) (eB—1)

&, und ¢, sind die Pole der GreExschen Funktion e
L [T g

Die Forderung, daB nk+k, = O sein muf}, fithrt
auf die Bedingung |a| <b, die ausgeschrieben lau-
tet

=axb. (3.9)

(h2/m) kg2 <V 0y (s.Anm.11). (3.10)

Die hierdurch definierte kritische Geschwindigkeit
ist bekanntlich zu hoch, da schon bei wesentlich ge-
ringeren Geschwindigkeiten turbulente Bewegung
einsetzt.

Das Anregungsspektrum (Phononenspekirum)
unseres Systems wird durch den positiven Pol &, der
Greexschen Funktion gegeben

BkEk 2
e 0+th2

Fir ky=0 reduziert sich das auf das bekannte An-
regungsspektrum von Bocorsusov!2. Die hier be-
nutzten Methoden sind offenbar nur anwendbar bei
abstoflendem Wechselwirkungspotential (/' >0), an-
dernfalls treten komplexe Anregungsenergien auf,
die den Analytizititseigenschaften der Greenschen
Funktionen widersprechen und auf Instabilitaten
hinweisen 3.

Die Verteilungsfunktion nj ., ist im allgemeinen
nicht symmetrisch beim Ubergang k— — k.

Wir teilen auf

2 2V 0,. (3.11)

Nkt ky = Nt o + Nkt oy (3.12)

wo nk+% der symmetrische und nx+%, der antisym-
metrische Anteil ist. Fiir den letzteren ergibt sich

@ _ 1 _ 1
e ;9(—va+b)7_1) - (8a38)

Fir sehr niedrige Temperaturen erhalten wir
nkse~ —e F0Gin (/3 a)

o _exp{ ﬂl/(hzkz h2k2 V?o]

@m (R Kk ky/m). (3.14)

11 Diese Bedingung wurde von N. N. Bocorsusov, V. V. Tor-
macuov u. D. V. Scuirkov, Fortschr. Phys. 6, 605 [1958]
auf anderem Wege aus der Forderung nach positiver An-
regungsenergie abgeleitet.

Die Verteilungsfunktion ist fiir 7'=0 symmetrisch
(nk+%=0), es gibt dann keinen Riickflu. Fiir
T>0 ergibt sich ein Riickflu} der Teilchen, da zu
Kk, antiparallele Impulsanteile bevorzugt werden.
Der Gesamtimpuls des Systems ist folglich Nk Kk,
fir T=0 (N Zahl der Teilchen), fiir hohere Tem-

peraturen verringert er sich.

4. Wirbelformig bewegtes Kondensat

Wir betrachten jetzt ein wirbelférmig bewegtes
Kondensat. Die Wellenfunktion fiir das Kondensat
ist wieder durch die Beziehung (2.9) bestimmt.

{-(®¥2m) A—pu+V|f(r)[F}f(r) =0. (4.1)

Wir benutzen Zylinderkoordinaten r,z, ¢ . [ wird
als von z unabhingig betrachtet, da sich das Kon-
densat nicht in z-Richtung bewegen soll. Es soll nun
zunichst die @-Abhéngigkeit von f untersucht wer-
den. Der Hawmirron-Operator (2.1) ist gegeniiber
Drehungen um die z-Achse und Verschiebungen
langs der z-Achse invariant, folglich gilt

(P (rzoyt) Y(rzpst))=K(r,ps—

Wir vernachldssigen auch hier die Beitrdge der Teil-
chen auBlerhalb des Kondensats gegen den Beitrag
der Kondensatteilchen und erhalten

(Pr(ryt) P(rpn)) =f*(ry) f(1y).

Gl. (4.3) ist wegen des Prinzips der verschwinden-
den Korrelation 2 auch unabhingig von dieser Na-
herung richtig im Grenzfall |7, — 75| — oo . Setzen
wir (4.3) in (4.2) ein und verlangen noch, daf} f
eindeutig in ¢ ist, so erhalten wir

f(r) =f(r) eis®

mit ganzzahligem s und reellem f (r). Aus (4.3)
und (4.4) folgt sofort die Quantisierung der Zir-
kulation fiir die Kondensatteilchen. Mit der Ge-
schwindigkeit

P2). (4.2)

(4.3)

(4.4)

ik
2m (P¥rt) U(re))
-(fl—-aﬁr;)w*(m) N D -

ary
= (hs/mr) €, (4.5)

v(r) =

12 Vel. z. B. N. N. Bocovriusov, V. V.ToLmaczov u. D. V. Scair-
Kov, L. c. 11,
13 K.Sawapa u. N.Fukupa, Progr. Theor. Phys. 35,653 [1961].
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(e, Einheitsvektor in ¢-Richtung) ergibt sich
dvdr=hs/m. (4.6)

Die auBlerhalb des Kondensats befindlichen Teilchen
werden sich (bis auf den Riickflu}) mit dem Kon-
densat mitbewegen, ebenso wie im Falle des gleich-
formig bewegten Kondensats.

Fiir die radiale Kondensatfunktion ergibt sich nun

h? [ d? 1 d s2 - B
{_ ﬁ(}m i ,2) —pu+V ) }f(r) =0,
(4.7)
Gl. (4.7) wurde auf anderem Wege schon von

Gross ® abgeleitet und diskutiert. Das nichtlineare
Glied fiuhrt dazu, dafl fiir einen weiteren r-Bereich

f(r) =Veo=VulV (4.8)
eine Losung ist. o, ist wieder die Dichte der Kon-
densatteilchen [vgl. (4.3)]. Fiir kleine r kann das
nichtlineare Glied vernachlassigt werden, und es er-
gibt sich

f(r) =A41s(r(V2m u/k)).

Js ist die Besser-Funktion der Ordnung s; A ist
eine Konstante, die durch den Ubergang zur Losung
(4.8) bestimmt wird. Dieser Ubergang zur kon-
stanten Losung ist fiir Abstdnde maoglich, fir die

(h2/2m) (s2/r) < p, d. h. r> s(h/V2m u) =sr,.

(4.8a)

Fiir grofle r hiangt das Verhalten der Losung von
der Randbedingung ab. Wir schlieflen das System

in einen Quantisierungszylinder vom Radius R ein
und verlangen fA(R) =0. Die Diskussion der Diffe-
rentialgleichung (4.7) liefert, daf} die Losung auf
einer Strecke der GroBenordnung r, vom Wert
Vu/V auf Null absinkt (vgl. Anhang). Benutzen
wir zur Abschitzung der in beiden Fillen auftreten-
den charakteristischen Lange r, fiir /' den Wert
(2.2a) von Huanc und Yane, so ergibt sich

ro=ay/V12 (a/a;) ~ay.

Dabei ist (4 77/3) ay® =0y %, so daB a, ein MaB fiir
den mittleren Abstand der Atome ist. Wir konnen
bei den folgenden Rechnungen r, als klein betrach-
ten und die Losung (4.8) fiir den gesamten r-Be-
reich verwenden. Fiir die Funktionen ¢, ergibt sich
dann

<§2,.A+£;.)tpz(r) =0,

2m

= p € Buy In(r fug) e, (49)
— . h? 2 2
l_(knp), &= S (k +ﬂnp)-

L ist die Lange des Quantisierungszylinders, B, die
Normierungskonstante. f3,, bestimmt sich als p-te

Wurzel der Gleichung
]n(R ﬁnp) = O .

Wir betrachten nun die aullerhalb des Kondensats
befindlichen Teilchen und entwickeln deren GREEN-

sche Funktionen.

G(rl rﬂ t) — Zfdw 0(1112 Q)) (pil (rl) (p;_,(r2) e—itut’
v

Fr(ryryt) = Z/dwF*(l1l2w) @i () @iz (1) e7i9t, (t=1t;—15).

Ayde

(4.10)

Damit lauten die Bewegungsgleichungen (2.18) und (2.19)
(ho—en =V ) G lpw) = ~2h” Oz +V D F*(Alw) [ &reiu(r) gi(r) e2is?,  (4.11)
i

(how+ey +Voy) F¥*(Mlaw) = -V QOZ G(Alyw) f dBr ¢h (1) @i (1) e72iso, (4.12)
p
Die in diesen Gleichungen auftretenden Integrale
1;;,291"=Bnp By 135, p'/rdr ]n(rﬂnp) Juzes (Tﬂnizs, ) (4.13)

filhren im allgemeinen zu einer Verkopplung von Radialzustinden. Wir beschrinken uns hier auf eine
vereinfachte Auflosung der Bewegungsgleichungen. Dazu betrachten wir die asymptotischen Entwicklungen
der BesserL-Funktionen, die (zumindest bei groflerem p) fiir einen weiten r-Bereich gute Annéherungen
darstellen.

I 2 cos(r b= a0 ) Iasnm (<D0 R cos(r Brsny — (D)) (414)
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Wegen der asymptotischen Ubereinstimmung der
Besser-Funktionen erhalten wir f,,=f,+25 5, folg-
lich ist dann auch ¢ ,, p ==&z, n+2s.p. Wir bekommen
fir p=p’

Ii

npp %(_l)s

(4.15)

und vernachlissigen die Beitrige fiir p¥p’.
Die Auflésung der Bewegungsgleichungen (4.11)
und (4.12) liefert dann fiir G
Gy w) =
h 0122 (h w+ea1+V 00) .
2a(ho— Jeh +2enV @) (ho+ Jeh +26,7 @)
(4.16)

Diese Greensche Funktion liefert fiir Einteilchen-
anregungen das Spektrum

e=Vei+2eV 0y, (4.17)

das das auf Zylindergeometrie verallgemeinerte
Bocorsusovsche 12 Spektrum darstellt. G ist sym-
metrisch gegeniiber n;— —n; und liefert folglich
eine Verteilung, bei der sich die Teilchen nicht mit
dem Kondensat mitbewegen. Auch das Anregungs-
spektrum (4.16) ist unabhéngig von der Kondensat-
bewegung. Die Ursache dafiir liegt in den Naherun-
gen, die bei der Auflésung der Bewegungsgleichun-
gen (4.11) und (4.12) gemacht wurden. Diese Na-

herungen sind um so besser, je weiter die Teilchen
energetisch vom Kondensat entfernt sind (hoheres
p) . Die Beriicksichtigung der Mithewegung erfordert
eine genauere Auflosung der Bewegungsgleichungen.

Herrn Prof. Dr. G. HeBer mochte ich fiir sein In-
teresse an dieser Arbeit danken.

Anhang

Es soll die Losung der Dgl. (4.7)

44 1 ’ 32
Y+ 59— pytuy—vy*=0, (A1)

2m 2m ~
V= ?;Vi y=f(r)7

u="33 M,

fiir r = R untersucht werden. Wir vernachlissigen die
Glieder (1/r) y" und (s2/r?) y (R sehr groB gegen den
Atomabstand). Die Dgl. 148t sich dann integrieren.

y2+uy®— (v/2) y*+C=0. (A2)

Die Integrationskonstante C bestimmt sich aus der
Forderung, daB die Losung in die Konstante yo= J/u/v
iibergehen soll. Wir erhalten dann durch nochmalige
Integration

Ar T (y/ye) = Vu/2 (R—1).

Daraus ist abzulesen, daf} y auf einer Strecke der Gro-
Benordnung 1/)/u=ry, vom Wert y, auf Null absinkt.

(A3)



