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Es wird ein BosE-System mit einem einfachen abstoßenden Wechselwirkungspotential mit Hilfe 
von thermodynamischen GREENschen Funktionen betrachtet. Das Kondensat wird nach der Methode 
von BOGOLJUBOV abgetrennt. Dabei werden die Fälle behandelt, bei denen die Teilchen des Konden-
sats in gleichförmiger bzw. in wirbeiförmiger Bewegung sind. Bei der wirbeiförmigen Bewegung 
erweist sich die Zirkulation als quantisiert. 

1. Einleitung 

Flüssiges He4 zeigt die Erscheinung der Super-
fluidität bei Abkühlung unter den „A-Punkt" von 
2,17 °K. Für die wechselwirkenden He4-Atome liegt 
dabei eine Kondensation vor, die der bekannten 
BOSE—EINSTEIN-Kondensation des idealen BosE-Gases 
ähnlich ist. Ein Einteilchenzustand ist mit einer 
dem Volumen proportionalen Zahl von Teilchen be-
setzt und bildet das Kondensat. Wenn die Flüssigkeit 
ruht, dann entspricht der Kondensatzustand ruhen-
den Teilchen. Bewegt sich die Flüssigkeit als Ganzes, 
dann muß der Kondensatzustand bewegten Teilchen 
entsprechen. Die Bewegung des Kondensats ist von 
Anregungen (Phononen) begleitet. 

Diese Verhältnisse sollen mit Hilfe von thermo-
dynamischen GREENschen Funktionen für ein e in-
faches wechselwirkendes BosE-System untersucht 
werden. Das Wechselwirkungspotential soll ab-
stoßend sein. Wir betrachten ein c5-förmiges Poten-
tial, das dem von H U A N G und Y A N G 1 eingeführten 
Pseudopotential entspricht. 

Im 2. Abschnitt wird die Methode von B O G O -

L J U B O V 2 zur Abtrennung des Kondensats auf be-
wegte Kondensatzustände angewandt. Die außerhalb 
des Kondensats befindlichen Teilchen werden durch 
thermodynamische GREENsche Funktionen beschrie-
ben 3. Es ergibt sich ein Gleichungssystem für die 
GREENschen Funktionen, das dem von G O R K O V 4 für 
die Supraleitung benutzten ähnlich ist. Durch die 
Verwendung thermodynamischer GREENscher Funk-
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tionen sind die Rechnungen auch für Temperaturen 
7 7 > 0 gültig. Zur Vereinfachung wird immer ange-
nommen, daß sich die überwiegende Mehrheit der 
Teilchen im Kondensat befindet. Die Überlegungen 
sind folglich auf Temperaturen beschränkt, die we-
sentlich unterhalb des „2-Punktes" liegen. 

Im 3. Abschnitt betrachten wir ein gleichförmig 
bewegtes Kondensat und berechnen die Verteilung 
der Teilchen auf die Zustände. Daraus ergibt sich 
die Temperaturabhängigkeit des Rückflusses. Bei 
T = 0 bewegen sich alle Teilchen im Mittel ebenso 
wie das Kondensat, bei T > 0 setzt ein Rückfluß ein. 

Im 4. Abschnitt wird ein wirbeiförmig bewegtes 
Kondensat behandelt. Dabei zeigt sich in Überein-
stimmung mit den Ideen von O N S A G E R 5 und F E Y N -

M A N 6 und den Experimenten von V I N E N 7, daß die 
Zirkulation quantisiert ist: 

cßvdr = sh/m, (5 g a n z z a h l i g ) . ( 1 . 1 ) 

V ist die Geschwindigkeit der Teilchen, m die Masse 
eines Teilchens. Die quantisierte Wirbelbewegung 
im BosE-System wurde kürzlich von G R O S S 8 mit 
Hilfe kanonischer Transformationen für T = 0 be-
handelt. Unsere Ergebnisse stimmen (im Grenzfall 
T —>• 0) mit den dort erhaltenen überein. 

Die Zustände mit bewegtem Kondensat müssen 
als metastabile Zustände betrachtet werden. Bei den 
thermodynamischen Mittelungen für die GREENschen 
Funktionen muß darauf Rücksicht genommen wer-
den; die Mittelungen dürfen nicht über die vollstän-
dige große kanonische Gesamtheit erfolgen. 

5 L. ONSAGER, NUOVO Cim. 6, Suppl. 2 , 249 [1949]. 
6 R. P. FEYNMAN, Progr. Low Temp. Phys. Vol. 1, 17 (Am-
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2. Bewegungsgleichungen 

Wir benutzen den HAMiLTON-Operator 

H= f T+{r) h0 '/y(r)d3r 
+ h f&(ri-r2) W+ir^V+irJ V(rt) (2.1) 

W{rx) d3rj d 3 r 2 , 
h0 = - (h2/2 m) A-ju. 

ist das quantisierte Feld der spinlosen B O S E -

Teilchen, JJ, ist das chemische Potential. 0 ( f ) ist 
das abstoßende Wechselwirkungspotential, für das 
wir zur Vereinfachung ein ^-förmiges Potential an-
setzen, 

0(r)=Vd(r). (2.2) 

Ein solches ^-Potential entspricht dem von H U A N G 

und Y A N G 1 eingeführten Pseudopotential. Für ein 
BosE-System, dessen Teilchen aus „harten Kugeln" 
bestehen, erhalten diese Autoren 

V = 8 7i a h2/m; a ist der Kugelradius. (2.2a) 

Wir gehen mit W in die HEisENBERG-Darstellung 
und entwickeln das BosE-Feld nach einem vollstän-
digen orthogonalen und normierten System von Zu-
ständen <px. 

W{1 ) = y a x { t 1 ) c p , ( r 1 ) - , l = ( r l t l ) . (2.3) 
A 

Wir legen das Kondensat in den Zustand <p0(r). 
In den folgenden Abschnitten soll <p0 ein gleichför-
mig bewegtes und ein wirbeiförmig bewegtes Kon-
densat beschreiben. Wir erwarten dabei die folgen-
den Verhältnisse: Die Bewegung des Kondensats ist 
von Anregungen (Phononen) begleitet. Das B O S E -

System befindet sich dabei in einem metastabilen 
Zustand. Betrachten wir den Übergang T —0. Dann 
verringert sich die Zahl der angeregten Phononen, 
das Kondensat bleibt aber in Bewegung. Das System 
geht beim Übergang T 0 nicht in den Grund-
zustand mit ruhendem Kondensat über. Bei der 
thermodynamischen Mittelung eines Operators 

2 (Cr | Oe~ß»\ Cr) 

2 (Cr | e~ßH | Cr) ' 
(2.4) 

(ß=l/xT, x BoLTZMANN-Konstante) muß deshalb 
die Summe über die Vielteilchenzustände Cr des 
BosE-Systems eingeschränkt werden, d. h. der Ope-
rator 0 darf nicht über die vollständige große kano-
nische Gesamtheit gemittelt werden. Es kommen nur 

der „metastabile Grundzustand" (bewegtes Konden-
sat mit begleitenden Phononen) und benachbarte 
Phononenanregungen in Frage. Diese Phononen-
anregungen werden alle positive Energie haben. Alle 
anderen Zustände, z. B. der „wirkliche Grundzu-
stand" oder Zustände mit anderen Bewegungen des 
Kondensats, werden bei der thermodynamischen Mit-
telung fortgelassen. Der Weg zu diesen Zuständen 
führt über komplizierte Vielteilchenanregungen, die 
den Umbau des betrachteten metastabilen Zustandes 
in diese Zustände bewirken. Wir nehmen an, daß 
diese Wege dem System nicht zugänglich sind, und 
diskutieren hier nicht die Frage nach der Stabilität 
der betrachteten Zustände. 

Bei der Abtrennung des Kondensats gehen wir 
ähnlich vor wie B O G O L J U B O V 2. In Mittelwerten bzw. 
Quasimittelwerten behandeln wir a0 als c-Zahl, 

(°o+ «o) = («o+) (ao) =^0» 
und setzen 

!P(1) =<p,{r1) a0+ r ( l ) =<p0(r1) yW0 + r ( l ) , 
r ( l ) = V'ax{h)<px{r,). (2.5) 

N0 ist die Zahl der Teilchen im Kondensat. Der 
Strich am Summenzeichen bedeutet Summation über 
^ 0. Wir stellen zunächst die Bewegungsgleichung 
für das Kondensat auf. 

i h (3/3tx) a0 = a0 H — H a0 

= f<p0*(r)h0W(rtx)d3r (2.6) 

+ V f<p0*(r) lF+(rtx) W(rt±) ¥(rtx) d3r. 

Die Zahl der Teildien im Kondensat soll zeitlich un-
veränderlich sein. 

0=ih{d/dtx) (a0) 
= f<Po*(r)h0CF(rtl))d*r ( 2 . 7 ; 

+ V[cPo*(r)CF+(rt1)W(rt1) ¥{rtx))d3r. 

Nach (2.5) schreiben wir für die Mittelwerte 

(W(rt1))=f(r), (2.8a) 

(V+(rh) TirtJ Wirt,)) 
= f ( r ) / 2 ( r ) +r(r)(V'(rt1) T'irtJ) 

+ 2f(r)(W(rt1) W{rtx)). (2.8b) 

wobei f(r) =<p0(r) VN0. 

Da wir annehmen, daß sich die überwiegende 
Mehrheit der Teilchen im Kondensat befindet, kön-
nen wir die beiden letzten Terme auf der rechten 



Seite von (2.8b) gegen den ersten vernachlässigen. Wir behandeln nun die außerhalb des Kondensats 
Aus (2.7) ergibt sich dann für /(!*) die Bestim- befindlichen Teilchen mit Hilfe retardierter und 
mungsgleichung avancierter GREENscher Funktionen, die in folgen-

y j* | f j f(r)} f(r) = 0 (2 9) der Weise (für BosE-Statistik) definiert sind 9 : 

^ , @r ,a (h t2) = ( { A (tt) ; B (t2) ) ) 
Für die übrigen Funktionen cpi\T) verwenden wir —iS{t t.)) 
die normierten Eigenfunktionen von = . n 1 2 > {A{t^) B{t2) —B(t2) A(tj) ) , i 

{ht + vr(r)f(r)}<pi(r)=*<pi(r), (2. 10) n , > 0 , ( 2 . 1 1 ) 

(2 + 0). 0 W = |o f Ü r , < 0 . 

A und B sind beliebige Operatoren. Die thermodynamische Mittelung erfolgt im obigen eingeschränkten 
Sinne. 

Für die zeitliche FouRiER-Transformierte 
OO 

®r,a &r,At)ei0)tdt,(t = h-t2), (2.12) 
2 71 J 

— OO 

gilt die Spektraldarstellung 
OO 

® r , a M = f (e^hco' — 1) 7(0)') dco'. . (2.13) 
2 71 J CO —CO ±1 E 

— OO 

I(CÜ) ist die Spektralfunktion. Diese Spektraldarstellung ist auch für die hier verwendete eingeschränkte 
thermodynamische Mittelung gültig10. @(co) läßt sich in die komplexe a>-Ebene fortsetzen. Die retar-
dierte (avancierte) GREENsche Funktion kann somit als Grenzwert einer analytischen Funktion für reelles o) 
von der oberen (unteren) Halbebene her aufgefaßt werden. Wir werden deshalb die Indizes r, a im folgen-
den fortlassen. 

Die Kenntnis der GREENschen Funktion gestattet es auch, die Mittelwerte von einfachen Operatorproduk-
ten zu beredinen. Aus der Spektraldarstellung folgt9 

OO 

(B(t2) A(tl))=i f ®(co+ie)-®(a>-ie) e-i<o«-tt) d(x). ( £ _> + 0 ) . (2.14) 
J eßKa>—\ 

— OO 

Wir stellen nun die Bewegungsgleichungen für die GREENschen Funktionen auf. Entsprechend der Defini-
tion (2.11) gilt 

ih(d/dt1)((r(i);V+'(2)))=hö(h-t2)(W'(i) v+'(2)-v+'(2) r(i)> 
+ (( < r ( l ) H-H r ( l ) ) ; W+'(2))) . (2.15) 

Die Berechnung der Kommutatoren ergibt 

ifc(8/a«1)<<3Pr ' (l); W+'(2)))=hd(h-t2) d{rxr2) + / ? ( r 1 r ) h0(r) ((W (r ; ! F ' ( 2 ) ) ) d 3 r 

+ Vjd(r1r)((W+(rt1)W(rt1) W(rh); ! P ' ( 2 ) > ) d 3 r , (2.16) 

d(rtr2) = 2>i(ri) <pl{rt). 
X 

Für die Zweiteildienfunktion auf der rechten Seite von (2.16) erhalten wir mit Hilfe von (2.5) 

((W+(rh) W{rh) W(rtl); 2 ) ) ) = 2 / * ( r ) / ( r ) (CP'(rh); W+'(2))) (2.17) 
+ / ( r ) / ( r ) {(^'(rtj; !F + , ( 2 ) } ) , 

9 Vgl. z. B . D. N. Z U B A R E V , Uspechi Fiz. Nauk 7 1 , 7 1 [ 1 9 6 0 ] ; 10 Vgl. die analoge Diskussion für den Fall der Supraleitung; 
deutsche Ubers, in Fortschr. Phys. 9 , 2 7 5 [ 1 9 6 1 ] , W . W E L L E R , phys. stat. sol. 2 , 1 3 4 2 [ 1 9 6 2 ] . 



wobei wieder Terme, die weniger Kondensatanteile enthalten, vernachlässigt worden sind. Damit bekom-
men wir 

(i h(d/dt,) - h0(r,) - Vf* (r t ) fir,)) G(l, 2) = h ö(t, - h) dir, r2) (2.18) 
+ V f dir, r) f ( r ) / ( r ) G(rt„ 2) d3r +V f ö(r,r) f(r)fir) F*(rt„ 2) d 3 r , 

wobei G ( l , 2 ) = ( ( r ( l ) ; S / + ' ( 2 ) ) ) , F*( l , 2) = ( ( W ( \ ) ; < P ' ( 2 ) ) ) . 

Die GREENsche Funktion F * ( l , 2 ) ist als Quasimittelwert im Sinne B O G O L J U B O V S 2 aufzufassen. In analoger 
Weise ergibt sich die Bewegungsgleichung für F*. 

(ih(d/dt,) +h0(r,) + V f*(r,) fir,)) F*il,2) = -V Jö(r, r ) / * ( r ) / ( r ) F*(rt„ 2) d3r 

-Vfd(r,r)f*(r)f*(r) G ( r* l 5 2 ) d 3 r . (2.19; 

Durch die gekoppelten Gin. (2.18) und (2.19) ist das Verhalten der Teilchen außerhalb des Konden-
sats bestimmt. Für ruhendes Kondensat und T = 0 sind diese Gleichungen äquivalent den Gleichungen 
für die GREENschen Funktionen von B E L J A E V 3 und H U G E N H O L T Z und P I N E S 3, wenn man dort die Selbst-
energieterme in erster Ordnung berechnet. 

3. Gleichförmig bewegtes Kondensat 

Wir betrachten ein gleichförmig bewegtes Kondensat mit Impuls h fc0 pro Teilchen. Die Beziehungen 
(2.9) und (2.10) liefern dann 

f(R) = V^o exp{i k0 r} , ih2k02/2m)-JU + VQ0 = 0 (3.1) 

und <pkir) = il/Vü) exp{ikr}; ( f c * k 0 ) . (3.2) 
ü ist das Quantisierungsvolumen, Q0 = N J Q . 

Für die GREENschen Funktionen machen wir den Ansatz 

G ( l , 2 ) = e x P { i k 0 i r , - r 2 ) } G(r,-r2,t,-t2), 
F*i 1,2) = exp{ - i k0 (r, + r2)} F* (r, -r2,t,~ t2) 

und entwickeln 
oo 

Gir,-r2,t, — t2) = 2 jdcoGikco) ~exp{ikir,-r2) -icot] , 
— oo 

oo 

F*(r,-r2,t,-t2) = .1 fdcoF*(kco)±exp{ik(r,-r2)-i(ot}; it = t,-t2). 

(3.4) 

Der Strich am Summenzeichen bedeutet Summation über k 4= 0. Einsetzen in die Bewegungsgleichungen 
(2.18) und (2.19) liefert 

(hco-et) G(k co) =h/2jz +Vg0F*(kco), (ha> + £k) F*(kco) = -VQ0Gik o>), 

= ih2/2m) ik±k0)2-ju + 2 VQ0. (3.5) 

Die Auflösung von (3.5) ergibt in Übereinstimmung mit der Spektraldarstellung (2.13) 

Gikco) = (fe + 0). (3.6) 
; 2n (h co + e-j;) {h co-e+k) +V2 Q02 

Wir berechnen noch mit Hilfe von (2.14) die Verteilungsfunktion 
nk+ko=(ai+Kak+ko) J 0(k,co+ij)-G(k, co-is) e.icot ^ ( f ^ + Q)> ^ 



Den Integrationsweg können wir durch einen Halb-
kreis in der unteren Halbebene ergänzen und das 
Integral mit dem Residuensatz beredinen. Die Null-
stellen des Nenners exp(ßhco)— 1 geben keinen 
Beitrag. 

+ 4_ f2 + fAc g^ nk+k0 = (et-et)(eß'i-1) ^ (eß^-l) 

und £<> sind die Po le der GREENschen Funktion G. 2 

£i>2 = 1 ^ ± ] / ( 5 ± 5 f - V W -a±b. 

Die Forderung, daß nk+ku ̂  0 sein muß, führt 
auf die Bedingung | a | < b , die ausgeschrieben lau-
tet 

(h2/m) k02<V Q0 (s.Anm.1 1) . (3.10) 

Die hierdurch definierte kritische Geschwindigkeit 
ist bekanntlich zu hoch, da schon bei wesentlich ge-
ringeren Geschwindigkeiten turbulente Bewegung 
einsetzt. 

Das Anregungsspektrum (Phononenspektrum) 
unseres Systems wird durch den positiven Pol £j der 
GREENschen Funktion gegeben. 

/ ( S F W 2 ^ (3.1D 
Für k0 = 0 reduziert sich das auf das bekannte An-
regungsspektrum von BOGOLJUBOV12. Die hier be-
nutzten Methoden sind offenbar nur anwendbar bei 
abstoßendem Wechselwirkungspotential ( F > 0 ) , an-
dernfalls treten komplexe Anregungsenergien auf, 
die den Analytizitätseigenschaften der GREENschen 
Funktionen widersprechen und auf Instabilitäten 
hinweisen 13. 

Die Verteilungsfunktion n.k+kg ist im allgemeinen 
nicht symmetrisch beim Übergang k —»• — k . 

Wir teilen auf 
nk+kü = nk+lkl + nk+f0, (3.12) 

wo nk+% der symmetrische und nk+lku der antisym-
metrische Anteil ist. Für den letzteren ergibt sich 

1 1 

(3.9) 

„ <2) _ 1 nk+k0 — v eß(a+b) — l eß(-a+b)-i 

Für sehr niedrige Temperaturen erhalten wir 
-e~ßb(B\Xi {ß a) 

-'1/ 

(3.13) 

(2) 
7lfc + fc

0 

= — exp h- Jfc2\2 . h2 k2 r/ 

2m) +~nTV 

•(Sin (ßh2k kjm). (3.14) 

11 Diese Bedingung wurde von N. N. BOGOLJÜBOV, V. V. T O L -

MACHOV u. D. V. S C H I R K O V , Fortschr. Phys. 6 , 6 0 5 [ 1 9 5 8 ] 
auf anderem Wege aus der Forderung nach positiver An-
regungsenergie abgeleitet. 

Die Verteilungsfunktion ist für T = 0 symmetrisch 
0), es gibt dann keinen Rückfluß. Für 

T>0 ergibt sich ein Rückfluß der Teilchen, da zu 
k0 antiparallele Impulsanteile bevorzugt werden. 
Der Gesamtimpuls des Systems ist folglich N h k 0 

für T = 0 (N Zahl der Teilchen), für höhere Tem-
peraturen verringert er sich. 

4. Wirbeiförmig bewegtes Kondensat 

Wir betrachten jetzt ein wirbeiförmig bewegtes 
Kondensat. Die Wellenfunktion für das Kondensat 
ist wieder durch die Beziehung (2.9) bestimmt. 

{ - (h2/2m) A-ju + V\f(r)\2}f(r) = 0 . (4.1) 

Wir benutzen Zylinderkoordinaten r, z,cp . f wird 
als von z unabhängig betrachtet, da sich das Kon-
densat nicht in z-Richtung bewegen soll. Es soll nun 
zunächst die 99-Abhängigkeit von / untersucht wer-
den. Der HAMiLTON-Operator (2.1) ist gegenüber 
Drehungen um die z-Achse und Verschiebungen 
längs der z-Achse invariant, folglich gilt 

W(rzcp2t))=K(r,(p1-(p2). (4.2) 

Wir vernachlässigen auch hier die Beiträge der Teil-
chen außerhalb des Kondensats gegen den Beitrag 
der Kondensatteilchen und erhalten 

(V+(rlt) S / ( r 2 « ) ) = f ( r 1 ) / (r2 ) . (4.3) 

Gl. (4.3) ist wegen des Prinzips der verschwinden-
den Korrelation 2 auch unabhängig von dieser Nä-
herung richtig im Grenzfall | rt — V2 | —>- 00 . Setzen 
wir (4.3) in (4.2) ein und verlangen noch, daß / 
eindeutig in cp ist, so erhalten wir 

f{T) = / ( r ) eis,p (4.4) 

mit ganzzahligem s und reellem / ( r ) . Aus (4.3) 
und (4.4) folgt sofort die Quantisierung der Zir-
kulation für die Kondensatteilchen. Mit der Ge-
schwindigkeit 

i h V(r) = 2 m(W*(rt) T{rt)) 

\9r i drj 
= (h s/m r) e<p 

(V+(rit) W(rtt)) k-rf-r 

(4.5) 

1 2 V g l . z . B . N . N . BOGOLJUBOV, V . V . T O L M A C H O V U . D . V . S C H I B -
KOV, 1. c. u . 

1 3 K . S A W A D A U. N . F U K U D A , Progr. Theor. Phys. 3 5 , 6 5 3 [ 1 9 6 1 ] . 



(<?,, Einheitsvektor in 99-Richtung) ergibt sich 
(ß V dr = h s/m . (4.6) 

Die außerhalb des Kondensats befindlichen Teilchen 
werden sich (bis auf den Rückfluß) mit dem Kon-
densat mitbewegen, ebenso wie im Falle des gleich-
förmig bewegten Kondensats. 

Für die radiale Kondensatfunktion ergibt sich nun 
h2 j d2 

2 m 1, dr2 
1 d 
r dr -V + Vf2(r) } / ( r ) = 0 . 

(4.7) 
Gl. (4.7) wurde auf anderem Wege schon von 
G R O S S 8 abgeleitet und diskutiert. Das nichtlineare 
Glied führt dazu, daß für einen weiteren r-Bereich 

f(r)=VQo=Vt*/V (4.8) 

eine Lösung ist. £>0 ist wieder die Dichte der Kon-
densatteilchen [vgl. (4.3)] . Für kleine r kann das 
nichtlineare Glied vernachlässigt werden, und es er-
gibt sich 

/ (r ) =AJs(r(]/2mju/h)). (4.8a) 

Js ist die BESSEL-Funktion der Ordnung 5; A ist 
eine Konstante, die durch den Übergang zur Lösung 
(4.8) bestimmt wird. Dieser Übergang zur kon-
stanten Lösung ist für Abstände möglich, für die 
{h2/2m)(s2/r2)<ju, d.h. r > s(k/V2 m ju) =sr0. 

Für große r hängt das Verhalten der Lösung von 
der Randbedingung ab. Wir schließen das System 

in einen Quantisierungszylinder vom Radius R ein 
und verlangen f(R) = 0 . Die Diskussion der Diffe-
rentialgleichung (4.7) liefert, daß die Lösung auf 
einer Strecke der Größenordnung r0 vom Wert 
Vfi/V auf Null absinkt (vgl. Anhang). Benutzen 
wir zur Abschätzung der in beiden Fällen auftreten-
den charakteristischen Länge r0 für V den Wert 
(2.2a) von H U A N G und Y A N G , SO ergibt sich 

r0 = a0/1/12 (a/a0) . 

Dabei ist (4TI/3) cio3 = Qo~1, s o daß ao e i n Maß für 
den mittleren Abstand der Atome ist. Wir können 
bei den folgenden Rechnungen r0 als klein betrach-
ten und die Lösung (4.8) für den gesamten r-Be-
reich verwenden. Für die Funktionen cpx ergibt sich 
dann 

h2 

2 m - A + nx\cpx(r) =0, 

cpx l 1 ikz B I (r ß ) - pincP unpJn\i Hnp) , —e y z 71 
h2 

VL 

X = (knp), ex = 

(4.9) 

2 m (k2 + ßlp). 

L ist die Länge des Quantisierungszylinders, Bnp die 
Normierungskonstante. ßnp bestimmt sich als p-te 
Wurzel der Gleichung 

Jn{Rßnv)= 0 . 
Wir betrachten nun die außerhalb des Kondensats 

befindlichen Teilchen und entwickeln deren G R E E N -

sche Funktionen. 

G(r1 r,t) = 2 / d o > G ( ^ 2 a > ) <pxl ( r^ cp\2(r2) e i a) t 

iiit 
F*(r1r2t) = ^f da) F* (Xx X2 <o) <pxl (r4) <p\2 (r2) e"1« {t = h-t2), 

Damit lauten die Bewegungsgleichungen (2.18) und (2.19) 
h 

"AU2 + y 60 
' X 

(ha+eu+V£0) F^X^co) = - V Qo £ G(XX2 co) J d3r q>*a (r) cpAr) . 

(hw-en-V Q0) G (X, X2 CO) = J L dm2 + V 4>0 £ F* (X X2 co) / d3r 9̂ 1 (r) <pk (r) e2i S <p 

(4.10) 

(4.11) 

(4.12) 

(4.13) 
Die in diesen Gleichungen auftretenden Integrale 

In, pp' = Bnp Bn±2s, p' J T dr Jn(r ßnp) Jn±2s (r ßn±2s,p') 

führen im allgemeinen zu einer Verkopplung von Radialzuständen. Wir beschränken uns hier auf eine 
vereinfachte Auflösung der Bewegungsgleichungen. Dazu betrachten wir die asymptotischen Entwicklungen 
der BESSEL-Funktionen, die (zumindest bei größerem p) für einen weiten r-Bereich gute Annäherungen 
darstellen. 

Jn^ yCOs(^rßnp- (n + i) 2 )> Jn±2s~( - D S l / — 1 TI r ßn±2s, p' 
cosfr ßn±2s, p (n+\ 2) 2 (4.14) 



Wegen der asymptotischen Übereinstimmung der 
BEssEL-Funktionen erhalten wir ßnp = ßn±2s,p ? folg-
lich ist dann auch £k,n, p~ £k, n±2s,p • Wir bekommen 
für p = p 

ln,pp (4.15) 
und vernachlässigen die Beiträge für p =j= p . 

Die Auflösung der Bewegungsgleichungen (4.11) 
und (4.12) liefert dann für G 

G{Xx l2ft)) = 
% <3aia2 (fe CO + Sil + V go) 

2 71 (h to- Po) ]/ejl+2euVe0) 
(4.16) 

Diese GREENsche Funktion liefert für Einteilchen-
anregungen das Spektrum 

e=Vel + 2e,Veo, (4.17) 

das das auf Zylindergeometrie verallgemeinerte 
BoGOLjußovsche12 Spektrum darstellt. G ist sym-
metrisch gegenüber n, —> — nx und liefert folglich 
eine Verteilung, bei der sich die Teilchen nicht mit 
dem Kondensat mitbewegen. Auch das Anregungs-
spektrum (4.16) ist unabhängig von der Kondensat-
bewegung. Die Ursache dafür liegt in den Näherun-
gen, die bei der Auflösung der Bewegungsgleichun-
gen (4.11) und (4.12) gemacht wurden. Diese Nä-

herungen sind um so besser, je weiter die Teilchen 
energetisch vom Kondensat entfernt sind (höheres 
p). Die Berücksichtigung der Mitbewegung erfordert 
eine genauere Auflösung der Bewegungsgleichungen. 

Herrn Prof. Dr. G . H E B E R möchte ich für sein In-
teresse an dieser Arbeit danken. 

Anhang 

Es soll die Lösung der Dgl. (4.7) 
„ 1 , s2 

y + jy - ^y+uy-vys = o, 
2 m 2171 i/ ?( \ 

für r ~ R untersucht werden. Wir vernachlässigen die 
Glieder (l/r) y und (s2/r2) y (R sehr groß gegen den 
Atomabstand). Die Dgl. läßt sich dann integrieren. 

y'* + uy*-(v/2)y* + C = 0. (A 2) 

Die Integrationskonstante C bestimmt sich aus der 
Forderung, daß die Lösung in die Konstante y0 = Yu/v 
übergehen soll. Wir erhalten dann durch nochmalige 
Integration 

2tr3:9(2//3/0) = V V 2 (R-r). ( A 3 ) 

Daraus ist abzulesen, daß y auf einer Strecke der Grö-
ßenordnung l / j /u = r0 vom Wert y0 auf Null absinkt. 


